INTEGRAIS DEFINIDAS

O Problema da Area
Como determinar a area da regido S que esta sob a curva y = f(x) e limitada pelas

retas verticais x = a, x = b e pelo eixo x?

X=a

0 d
S={(x.y)|lasx<h 0=y<=<fix)}

Uma ideia é aproximarmos a regido S utilizando retangulos e depois tomarmos o
limite das areas desses retdngulos a medida que aumentamos o numero de retangulos
(semelhante a definicdo de reta tangente em que a aproximacdo é feita por retas secantes e

entdo tomamos o limite dessas aproximacdes).

Exemplo: Use retangulos para estimar a area sob a parabola y = x* no intervalo [0, 1].

/
/

_J,:I|.l|

Observe que a area de S deve estar entre 0 e 1, pois S esta contida em um quadrado
com lados de comprimento 1. Suponha que S seja dividida em quatro faixas Si, S,, S3, € Sa:

_,"JH,Il

0

Aproximando cada faixa por um retangulo com base igual a largura da faixa e alturas
definidas pelo valor da funcéo f(x) = x* nas extremidades direitas dos subintervalo, temos:
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{(1,1)

Se R, for a soma das areas dos retdngulos aproximados, teremos:

Remt () 42 3 1) 43 = B = vaeers
74 \4 4 °\2 4 °\4 47" T 327 7

Observe que a area A da regido S € menor que Ry, ou seja, A < 0,46875.
Também poderiamos usar os retdngulos menores para aproximar a area de S. Neste
caso, as alturas assumiriam os valores de f nas extremidades esquerdas dos subintervalos.

Vi

0 | I 3 ] X

A soma das areas desses retangulos é:
2

=t et (O Y 1) - Z -0z
Ty 4 '\4 4°\2 4°\2) " 3277

Desta forma: 0,21875 < A < 0,46875. Repetindo esse procedimento com um numero
maior de faixas, por exemplo, S dividida em oito faixas com a mesma largura:

/ VA
{ (1, 1) _/4;, 1)

=Y

0

%6 |—

Lg =0,2734375 < A <0,3984375 = Rg
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Usando n retangulos cujas alturas sd@o encontradas com as extremidades esquerdas
(L) ou com as extremidades direitas (Rn), ambos, L, e R, se tornam aproximacdes cada vez
mais proximas e melhores a area de S.

v Vo = ¥
- 7 - -
n=10 R,;,=0.383 / n=30 Ry =0.3502 -;7 =50 Ry =0.3434
— 7
/ 7 |
/ [
'
I 0 ] x 0 X
y ¥ VA
4 i
/ A
n=10 L,=0.285 n=130 L,=0.3169 / n=50 L, =0.3234
& : d
/
of A1 fl
L
.'f
0 - 0 | 0

Em particular, vemos que usando 50 faixas a area esta entre 0,3234 e 0,3434. Com
100 faixas a éarea estd entre 0,3283500 e 0,3383500 e, com 1.000 faixas A estd entre
0,3328335 e 0,3338335. Fazendo uma estimativa, temos que: A =~ 0,3333335.

Portanto, definimos a area A como o limite das somas das areas desses retangulos.
Isto é:

A= limR,= limL, ==
n—-oo n—-oo 3

Desta forma, para definir a area de uma figura plana qualquer S, delimitada pelo
grafico de uma funcdo continua ndo negativa f, pelo eixo x e por suas retas x = a e x = b,
comecamos por subdividir S em n faixas Sy, Sy, ..., Sy de igual largura.
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A largura do intervalo [a, b] é b — a, assim, a largura de cada uma das n faixas é:

b—a
Ax = —

n

Essas faixas dividem o intervalo [a, b] em n subintervalos [Xo, X1], [X1, X2], [X2, X3], --.,
[Xn-1, Xn], €M que Xo = a e X, = b. Aproximando a i-ésima faixa S; por um retangulo com
largura Ax e altura f(x;), a area do i-ésimo retangulo € f(x;) Ax.

¥

A area aproximada de S é obtida pela soma das areas desses retangulos, que é
Rn=1f (X)) Ax +f (x2) Ax + ... +f (X,) AX

A medida que o nimero de faixas aumenta, isto é, quando n —, a aproximacéo da
area fica melhor.

0l a b x 0 a AT - TR 0

(aym=2 (byn=4 (cyn==48 (dyn=12

Definicéo 1
A area da regido S que esté sob o gréfico de uma funcédo continua f é o limite da soma
das areas dos retangulos:
A =1lim,_ 4 Ry = limy, Lo [f (X1) AX + T (X2) AX+ ... + T (X,) AX]

Em vez de usarmos as extremidades dos retangulos, podemos tomar a altura do i -
ésimo retdngulo como o valor de f em qualquer nimero x; no i —ésimo subintervalo [Xi.1, Xi ].

e i el e e e s i

i

Logo, uma expressdo mais geral para a area S é:

A= U000 () Ax+ F (3) Ax + o+ (x) AX] = limy, o0 By £ () Ax
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Integral Definida

Definicdo 2
Se f(x) uma funcdo definida e continua no intervalo real [a, b], dividimos o intervalo
[a, b] em n subintervalos de comprimentos iguais AX. Seja x;_; < x; <x;, i =1, ..., n.

Entdo, a integral definida de f, de a até b é

ff(x)dx = 7li_r)gloif(x{‘)Ax

Se o limite existe, dizemos que f é integravel em [a, b].

Observagcdes:

v Na notagéo f:f(x) dx, a é o limite inferior de integragdo, b é o limite superior de
integracdo e f (x) é o integrando.

v A integral definida é um nimero.

v Asoma )i~ f(x;) Ax é chamada soma de Riemann, em homenagem ao matematico
Bernhard Riemann (1826-1866).

v Quando f é continua e ndo negativa em [a, b] a definicdo de integral definida coincide
com a definicdo de area (definicdo 1). Assim, a integral definida é a area da regiao
sob o grafico de f de a até b.

Teorema:
Se f é continua em [a, b], entdo f é integravel em [a, b].

Propriedades da integral definida

Sejam f (x) e g(x) funcdes integraveis em [a, b].

[

. ikf (x)dx = ki f (x)dx.

no
D ey T

[f0)£g(x)]dx :T f (x)dx iig(x)dx.

.Tf(x)dx:j‘f(x)dx +j‘f(x)dx, a<c<bh.

a

w

b
4. Paratodo x em [a, b], se f (x) > 0, entdo [ f (x)dx>0.

b b
5. Paratodo x em [a, b], se f (x) > g (x), entdo J' f (x)dx zjg(x)dx.
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b a
6. Sea>b, entéo_[ f(xX)dx = —I f (x)dx.
a b

7. Sea=bh, entéoj f(x)dx=0.

O teorema fundamental do célculo nos permite relacionar as opera¢des de derivacao e
integracao.

Teorema Fundamental do Calculo

Se f (x) € uma funcéo continua no intervalo [a, b] e F ’(x) = f (), entdo:

b
[ reodx = Feole =) - F@)

Exemplos:
3
a. Ixzdx
1
7y
b. Icosx dx

0

1
C. I(sz —x*+1) dx
0

2
d. Iexdx
0
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Mudanca de variaveis para integrais definidas
Existem duas maneiras para calcular a integral definida utilizando o método da
substituicdo. Uma delas consiste em calcular a integral indefinida e entdo utilizar o teorema
fundamental do calculo. A outra maneira consiste em recalcular os limites de integracdo ao
fazer a mudanca de variavel.

Exemplos:

4
a. j\/Zx +1dx
0

b. f2x2 x3 +1dx

Exercicios

1 — Calcular as seguintes integrais:

a) j (6x —1)dx b) j (x2 = 3% + 2)dx
2 2

c) j(3x+2)2dx d) j(x+x4)dx

&) J.\/%dx ) [ (2x+1) 2
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Calculo de areas

Caso I. Calculo da area da figura plana limitada pelo gréfico de f, pelas retasx =a,x=be o
eixo x, em que f é continua e f(x) > 0, Vx € [a, b].

AY
¥ =f(x) Neste caso, a area é dada por:
b
S A= [ 7y
a b x

Caso I1. Célculo da érea da figura plana limitada pelo gréafico de f, pelas retasx =a,x=beo
eixo x, em que f é continua e f(x) <0, Vx € [a, b].

Neste caso, a area é dada por:

b
A=|[ f(x)ex
Exemplos:
1) Encontre a area da regido limitada pela curva y = 2x + 1, pelo eixo x e pelas retas x =
le x=3.

Calculo Il — Profa. Adriana Cherri



2) Encontre a 4rea da regido limitada pelo eixo x e pela funcdo f(x) = x> — 4x no
intervalo [1, 3].

3) Encontre a 4rea da regio limitada por f(x) = x> — 2x*— 5x + 6 no intervalo [-2, 3].

Caso 11 — Area de regides entre curvas

A é&rea da regido é limitada pelos graficos de f e g e pelas retas x = ae x = b. As
funcdes f e g sdo definidas e continuas em [a, b] e f (x) > g(x), V xe[a,b].

i) f(x)>0,g(x)>0ef(x)>9(x), V xe[a,b].
A
Neste caso, a area é dada por:

{

! ] b b b
m A=£f(x)dx—£g(x)dx: j [/ (x) - g(x)Jde

a b
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i) f(xX)>0eg(x)<0V xe[a,b].

A
Neste caso, a area € dada por:

A= jf(x)a’x - {— jg(x)dx} -

S

i b 2 [
a i b — j f(x)dx — jg(x)dx = j[f (x) — g(x)Jdx

iii) f(X)<0,9(x)<0ef(x)>g(x), V xe[a,b].

! Neste caso, a area € dada por:
| . b b
M; A=- j g(x)dx — [— j f(x)dx} =
: b b b
L —{f(x)dx—ig(x)dX— j [f () - g0
Exemplos:

1) Encontre a 4rea limitada pelas curvas f(x) = — x* + 4x e g(x) = X%

2) Encontre a area limitada pelas curvas f(x) = x> — 1 e g(x) = x + 1.
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3) Encontre a rea limitada pelas curvas f(x) = X% e g(x) = x.

4) Encontre a &rea limitada pelas curvas y* =2x —2ey=x—5

T o
5) Encontre a area limitada pelas curvas f(x) = sen(x) e g(x) = cos(x), Z =Xs T
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Exercicios
1 — Encontre a area da regido limitada pelas curvas dadas:

a) X=Y;x=./y;y=-x+2 Resp.1/3 9) Yy =1/6x*y=6 Resp.48
b) y=5-x%y=x+3 Resp.9/2 hyy = cosx) y = -cosx)
c) x+y=3;y+x°=3 Resp. 1/6 Xe[iﬁ_’”} Resp. 8
d x=y>,y-x=2,y=-2ey=3; A= 2 2
115/6 i) y=€5 x=0;x=1;y=0 Resp.e
-1

e) y=sen(x) ey =-sen(x); xe[0,2z]
i) y=Inx;y=0;x=4 Resp.8In2 -

3
k) y=4-x%y=x*-14 Resp.72

Resp. 8
f) y=1-x%y=-3 Resp.32/3

2 — Encontrar as area da regido S; :

JEY
N y=1ix
S
12 p---- W
1 2 x

Teorema do valor médio para integrais

Se f é uma funcdo continua em [a, b], existe um ponto z entre a e b tal que:
b

j f(x)dx = (b —a).f (2)

a

b
ou seja, existe z e [a, b] tal que f(z) :b—laj f(x)dx.

Interpretacdo geométrica

Sef(x) >0, V x €]a, b], entdo a area sob o grafico de f € igual a &rea do retangulo de
lados (b — a) e altura f (2).

Ve

. N\ =/

'
'
|
| '
|
l
' 1
|
' 1
|
|
' 1
L L »
L

a z b X

b
Observacao: O valor medio de f em [a, b] é dado por VM = ﬁj‘ f (x)dx.
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Exemplos

1. Um pesquisador estima que t horas depois da meia-noite, em um periodo tipico de 24
horas, a temperatura (graus Celsius) em certa cidade é dada por T(t) = 3 —2 (t — 13)2,
0 <t<24. Qual é a temperatura média na cidade entre as 6:00 e 16:00 horas?

2. Encontre o valor médio de f(x) = 3vx + 1 no intervalo [—1,8] e determine o valor de z
que corresponde ao valor médio de f.
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Comprimento de arco de uma curva plana usando equac6es cartesianas

A representacdo gréafica de uma funcdo y = f(x) num intervalo [a, b] pode ser um
segmento de reta ou uma curva qualquer. A porcdo de curva do ponto A(a, f(a)) ao ponto
B(b, f(b)) é chamada arco.

/1

" L}

7 B
i .
g \\\ Pk s
e :

a b 5
Para encontrar o comprimento de uma curva, faremos uma aproximagao por uma
poligonal e, entdo, tomaremos o limite quando o nuimero de segmentos da poligonal
aumenta.
Seja uma curva C seja definida pela equacgdo y = f (x), em que f € continuaea<x<h.
Obtemos uma poligonal de aproximacdo para C dividindo o intervalo [a,b] em n
subintervalos com extremidades Xo, X1, ..., X, € com larguras iguais a Ax. Se y; = f (x;), entdo o
ponto P;(x;, yi) estd em C e a poligonal com vértices Py, P, ..., Py, € uma aproximacéo para C.

4 P,
2 ¥= flx)
P/i/ T\"\\\ Poi o s a
/| : N P Ha aproximagéo
/1o INeA fica melhor
. SR I T Bl T quando n
[ R AR S R B B aumenta.
Y S A Y I B
NN TSR S S E— N ——
0 i : ¥ Viog X h \

Como a poligonal é formada por segmentos de reta, € possivel calcular o
comprimento de cada segmento. Desta forma, o comprimento da poligonal é calculado por:

Ln = Xieg v (i = xi21)% + (F () — f(%i-1))?

Como f é derivavel em [a,b], podemos aplicar o teorema do valor médio (para
derivadas!!) em cada intervalo [xi; — X;], i = 1, ...,n e descobrimos que existe um namero x;*
entre x; 1 e x; tal que

f (Xi) —f (Xi ,1) =f ’(Xi*)(Xi — Xifl)

Substituindo este resultado na equacéo de L, temos:

Ly = Xoq (= xi-1)? + (F () (o — x421))?

= ?:1\/(xi —xi-1)* + (f '(xfk))z (x; — xi-1)?
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= S G = P A F GO = S T I GO Gt = %ima)
= 14176 ax,
i=1

Quando n—o0, AX — 0 e L, tende ao comprimento da curva C de a até b.
Definigao:

Seja C uma curva de equacdo y = f(x), em que f é uma funcdo continua e derivavel em
[a, b]. O comprimento de arco da curva C, do ponto A(a, f(a)) ao ponto B(b, f(b)) , denotado

por s, é dado por:
n
s = lim /1 + [f'(x])]? Ax;
n—-oo
i=1

Como f ’(x) é continua em [a, b], o limite existe. Logo, pela definicdo de integral
definida:

se este limite existir.

b
szf 1+ [f’'(x)]? dx

Exemplos:
1. Calcule o comprimento do arco da curva dada por y = x¥? — 4 entre os pontos (1, -3) e
(4,4).
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2. Calcule o comprimento do arco da parabola semictbica y* = x® entre os pontos (1, 1)
e (4, 8).

In

2
3. Determine o comprimento da curva y = % — Tx para2 <x<4,
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Se uma curva tem a equacdo X = g(y), ¢ <y < d e g’(y) continua, entdo, o
comprimento do arco da curva C é dado por:

AY

d
s= [VT+T OO dy

c

Exemplo:

3
1. Determine o comprimento do arco dado por x = y? + % —1paral<y<3.
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Comprimento de arco de uma curva plana usando equac6es parametricas

Para calcular o comprimento de arco de uma curva C dada na forma paramétrica,
usamos as equagoes:
x = x(t)
, t € [ty t
{y — y(t) [ 0 1]
em que x = x(t) e y = y(t) s@o continuas com derivadas continuas e x’(t) # 0 para todo t e [to,
t;]. Estas equacdes definem uma funcédo y = f(x), cuja derivada é dada por:

dy _y'®)
dx  x'(t)

A partir de uma mudanga de variaveis na equagdo s = f:w/ 14+ [f '(x)]? dx,

calculamos o comprimento de arco de uma curva. Seja X = X(t) e dx = x’(t)dt,
obtermos:

b (L por
— N2 A — yr
s = !\/1 +[f'(x)]? dx = tj 1+ lx,(t)l x'(t)dt

em que X(tp) = a e x(t;) = b. Portanto, o comprimento de arco de uma curva C dada na forma
paramétrica é dado por:

t1
s= [ VIROR+ DOF dt
to

Exemplo:

1. Calcule o comprimento do arco dado pela equagéo
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x = 2sen3(t)

2. Determine o comprimento do arco da hipocicloide { .
P P y = 2cos3(t)
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Area de uma regido plana

O célculo da area de uma regido plana pode ser realizado quando as curvas que
delimitam a regido sdo dadas na forma paramétrica.

Caso |
A area da regido S € limitada pelo grafico de f, pelas retas x = a, x = b e pelo eixo x. A
funcdo y = f(x) € continuaem [a, b] e f (x) > 0, V xe[a,b].

T*’ y=1x) Neste caso, para y = f(x)
x = x(t)
, t €[ty t
{y — y(t) [ 0 1]

em que Xx(to) = a e x(t;) = b.

Em coordenadas cartesianas, a area da regido S é dada por f:f(x) dx = f:ydx.
Fazendo a substituicdo x = x(t) e dx = x’(t)dt obtemos:

A= JLy(t)x'(t)dt

Exemplo:
X = 2cost

1. Calcule a area da regido limitada pela elipse {y — 3cen t
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Caso 11
A area da regido S é limitada pelos graficos de f e g e pelas retas x =a e x = b. As
funcdes f e g sdo continuas em [a, b] e f (x) > g (x), V xe[a,b].

Neste caso, para y; = f(x)
AY xl = xl(t)
, t € [to,t
{}’1 = y1(t) [to, 1]
e paray, = g(x)
Xz = X(t)
, t €[ty t
: | {3’2 = y2(t) [tz 5]
a b X em que X1 (to) = Xo(t2) = a e x1(ty) = xo(t3) = b.

Utilizando o resultado obtido para o calculo de areas de regifes entre curvas (em
coordenadas cartesianas):

A:jf(x)dx-jg(x)dx:j[f(x)—g(x)]dx

Fazendo a substituicdo de variaveis, temos:

A= [ y(@x @0t~ [ y, () xy (D)

lo

Exemplo:
X = cost {X=C05t

. : L
1) Calcule a area entre as elipses {y — sent® y =zsent
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Volume de um sélido de revolucéo
Solido de revolucgéo é um sdlido obtido com a rotagdo de uma regido num plano em
torno de uma reta, chamada de eixo de revolucéo, a qual pode ou ndo interceptar a regiao.
Se girarmos a regido limitada pelas curvasy = 0, y = x e X =4 em torno do eixo X 0
solido de revolucgéo obtido é um cone.

AY *Y
1

Girando o retangulo limitado pelas retas x =0,x =1, y=0ey =3 emtornodey, o
solido de revolucgéo obtido é um cilindro.

by

Considere o problema de definir o volume do sélido T, gerado pela rotacdo da regido
plana R, em torno do eixo Xx.

Suponha que f(x) é continua e ndo negativa em [a, b]. Considere uma particdo P de
[a, b], dada pora = Xp < X1 <X < .. < X_1<X<..<X;=besejaAXi=Xi—Xi_ 10
comprimento do intervalo [x;_1, Xi].

Em cada intervalo [x; _ 1, Xi], escolhemos um ponto qualquer c;. Para cada i, i =1, ...,
n, construimos um retdngulo R;, de base Ax; e altura f(c;). Fazendo cada retdngulo R; girar em
torno do eixo x, 0 solido de revolugdo obtido € um cilindro cujo volume é dado por

2
z[f(c)].Ax.
A soma dos volumes dos n cilindros nos da uma aproximacao do volume do sélido T.
Esta soma é dada por:

V, =z[f(c)] A% +..+z[(c,)] Ax,
:ﬂZn:[f(ci)]2 AX,

i=1
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Representacdo grafica:

flc)

Se n >, AX;, I =1, ..., n, tornar-se muito pequeno e a soma dos volumes dos n
cilindros (V,) aproxima-se, intuitivamente, do volume do sélido T.

Definicao:

Seja 'y = f(x) uma fungdo continua ndo negativa em [a, b] e R a regido sob o grafico
de f de a até b. O volume do solido T, gerado pela revolucdo de R em torno do eixo X, €
definido por

V =lim ﬁzn:[f(ci)]z AX

n—oo

se este limite existir.

Como f (x) é continua em [a, b], o limite existe. Logo, pela definicdo de integral
definida:

b
V= nf[f(x)]2 dx

A formula do volume pode ser generalizada para outras situacoes:

Caso | — A funcéo f(x) é negativa em alguns pontos de [a, b]
Como | (x)|" = (f(x))*, a formula permanece valida.

AY AY AY
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Caso Il — A regido R esté entre gréaficos de duas fungdes f(x) e g(x) de aaté b
Supondo f(x) > g(x), Vx e [a, b], o volume do sélido T, gerado pela rotacdo de R, é
dado por:

v = f((£ 0F ~[aC0F ix

a

vV =z[lg(y)fdy

c

Caso IV — A rotacdo se efetua ao redor de uma reta paralela a um dos eixos
coordenados

Se 0 eixo de revolucdo for aretay = L, temos:

AY
y=fix)
W
.y b
' V =z [[f(x)-LFdx
a b X :

ﬂ:s”‘” V=z[lg(y)-MTdy

>
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Exemplos:
1. A regido R, limitada por y = 1/4x pelo eixo dos x e as retas x = 1 e x = 4, gira em
torno do eixo dos x. Encontrar o volume do sélido de revolucdo gerado.

2. Calcular o volume do solido gerado pela rotacdo, em torno do eixo dos X, da regido
limitada pela parabola y = ¥4(13 — x?) e pela reta y = %(x + 5).
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3) Calcular o volume do solido gerado pela rotagdo, em torno do eixo dos X, da regido
entre o grafico de y = sen(x) e 0 eixo dos x, de —n/2 até 3m/2.

4) Determinar o volume do solido obtido pela revolugdo da regido limitada pela
parabola cubica y = x°, pelo eixo y e pela retay = 8, em torno do eixo dos y.
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5) Determinar o volume do sélido gerado pela rotacdo, em torno da reta y = 4, da regido
limitadapory=1/x,y=4ex=4.

6) Determinar o volume do sélido obtido pela revolucdo da regido delimitada pela
parabola x = 1/2y? + 1 e pelas retas x =-1,y =2 ey =-2, em torno da reta x = -1.

7) Determinar o esbogo da regido R e o volume do solido de revolucdo gerado pela
rotacdo das regides indicadas, ao redor dos eixos dados.

a) y=cos(x),y=sen(x), x =0, x =n/4; eixo-X. Resp. (/2 u.v)

b) y=x>ey=x%eixo-y. Resp. (/10 u.v)

c) y=2x%x=1;x=2;y=2,ao redor de y =2. Resp. (152n/15 u.v)

d) y=cos(x),y=-2,x=0,x=2m; ao redor daretay = -2. Resp. (9 % u.v)
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Area de uma superficie de revolucéo

Quando uma curva plana gira em torno de uma reta no plano, obtemos uma superficie
de revolucao.
Seja a area da superficie de revolugdo S, obtida quando uma curva C, de equagdo y =

f (x), xe[a, b] gira em torno do eixo x.

AY 4
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! X
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a by

Suponha que f (x) > 0 para todo xe[a, b] e que f é uma funcéo derivavel em [a, b].
Dividindo o intervalo [a, b] em n subintervalos de modo que a = Xp < X1 < X2 < ... < Xj_1 <X
<... <X, = b obtemos Qqo, Q, ..., Qn pontos pertencentes a curva C:

o

<
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=
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Fazendo cada segmento de reta desta linha poligonal girar em torno do eixo X, a
superficie de revolucdo obtida € um tronco de cone.

fix) 7
) | AR

Definigao:

Seja C uma curva de equagéo y = f(x), com f e f ’ continuas em [a, b] e f (X) > 0 para
todo xe[a, b]. A area da superficie de revolugdo S, gerada pela rotacéo da curva C ao redor
do eixo x é dada por:

b
A= anf(x) 1+ [f'(x)]? dx
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Se considerarmos uma curva x = g(y), ye[c, d] girando em torno do eixo y, a &rea da
superficie de revolucdo € dada por:

d
A=2n f gOWIT IO dy

Exemplos:
1) Calcule a area da superficie de revolugdo obtida pela rotacdo, em torno do eixo x e da

1
curvay=4x/7,ZSx§4.

2) Calcule a area da superficie de revolucao obtida pela rotacdo, em torno do eixo y e da
curvax=y®, 0<y<1.

Calculo Il — Profa. Adriana Cherri



